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Введение
Мы рассматриваем только конечные неориентированные графы без 
петель и кратных ребер. Далее всюду подграф из Г будет означать ин­
дуцированный подграф графа Г. Д ля вершины а графа Г через Г(а) обо­
значим подграф на множестве всех вершин, смежных с а. Этот подграф 
называется окрестностью вершины а в графе Г. Если граф Г зафиксиро­
ван, то вместо Г(а) будем писать [а]. Пусть а 1 — подграф на множестве
[а] и {а}. Д ля подграфа А графа Г через А 1 обозначим подграф на мно­
жестве Р | а 1 .
аЕД
Через ка обозначим валентность вершины а в Г, т.е. число вершин 
в [а]. Граф Г называется регулярным валентности &, если ка — к для 
любой вершины а из Г. Д ля ребра ас графа Г через \ ас обозначим число 
вершин в подграфе [а] П [с]. Граф Г называется реберно регулярным с 
параметрами (//,&, А), если Г — регулярный граф валентности к на г 
вершинах, в котором каждое ребро лежит в А треугольниках, т.е. Хас =  А 
для любого ребра ас графа Г. Подграф [а] П [Ь] назовем //-подграфом, если 
вершины а, Ь находятся на расстоянии 2 друг от друга в графе Г.
Граф Г на г вершинах валентности к называется //-регулярным с па­
раметрами (г, &, //), если все его //-подграфы имеют // вершин. Если такой 
граф имеет диаметр 2, то он называется кореберно регулярным.
Пусть а  — натуральное число. Под (^-расширением графа Г будем 
понимать граф Г', полученный заменой каждой вершины а из Г на а- 
клику (а), причем вершины из (а) и (5) смежны в Г' тогда и только тогда, 
когда а и Ь смежны в Г.
Граф (ш, гг) — это полный двудольный граф с долями порядка ш и п .  
Граф (1, ш) называется ш-лапой, если т  >  3. Через {а; ф , . . . , Ьт} будем 
обозначать ш-лапу, в которой вершина а смежна с вершинами ф , . . . , Ът.
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В.В.Кабанов, А.А.Махнев. Графы без 3-лап
В работе [1] М. Нуматой получена классификация реберно регуляр­
ных графов, не содержащих 3-лап. Графы без 3-лап с несвязными у- 
подграфами (не обязательно конечные) были изучены А. Броувером и 
М. Нуматой [2]. Авторами в [3] описаны все кореберно регулярные графы 
без 3-лап. Теорема 1 из работы авторов [4] снимает ограничение на диа­
метр графа. В настоящей статье продолжено исследование класса графов 
без 3-лап и доказаны следующие теоремы:
Т еорем а 1. Пусть  Г — неполный связный граф без 3-лап, в котором 
для некоторого фиксированного у  > 0 у-подграфы являются кликами из 
у вершин. Тогда либо граф Г является а-расширением графа икосаэдра, 
либо в Г —Г1 подграф на множестве всех вершин с некликовыми окрест­
ностями является пустым, кликой или а-расширением связного графа с 
у — 1.
Т еорем а 2. Пусть  Г — связный граф без 3-лап, содержащий 3-коклику, 
в котором все у-подграфы имеют одинаковое число вершин. Тогда либо Г 
имеет диаметр больше двух и является графом из заключения теоремы 
1, либо граф Г является а-расширением одного из следующих графов:
(1) прямоугольной т  х п-решетки, т  >  3; п >  3;
(2) треугольного графа Т ( т ) ) т  >  6;
(3) графа Шлефли.
Пусть X  и У — множества и |Х | =  ш, |У| =  п. Напомним, что граф 
на множестве пар X  X У называется прямоугольной т  X гг-решеткой, если 
пары (яд, у\) и (х2, у2 ) смежны тогда и только тогда, когда х\ — х2, у\ ф у2 
или х\ ф х2, у\ — у Треугольным графом Г(ш ) называется граф с мно­
жеством неупорядоченных пар из X  в качестве вершин, причем вершины 
{а, 6}, {с, 6} смежны в Г(ш ) тогда и только тогда, когда они имеют един­
ственный общий элемент. Если реберно регулярный граф с параметрами 
(и, &, Л) является //-регулярным с параметром //, то он называется вполне 
регулярным графом с параметрами (и, &, Л, у). Вполне регулярный граф 
диаметра 2 называется сильно регулярным.
Мы называем гг-угольником аха2 . . . ап связный регулярный граф ва­
лентности 2 на гг вершинах, в котором а\ап, а д щ  — ребра, г =  1,. . ., гг — 1. 
Графом Тэйлора называется вполне регулярный граф диаметра 3, в кото­
ром каж дая вершина лежит в а 1 и61 для любых двух вершин с с?(а, Ь) — 3. 
Граф икосаэдра — это граф Тэйлора, в котором окрестность любой вер­
шины является пятиугольником. Граф Тервиллигера — это неполный 
граф, в котором для некоторого фиксированного у  > 0 все //-подграфы
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являю тся кликами из у  вершин. Графом Ш лефли называется сильно 
регулярный граф с параметрами (27,16,10,8), который является допол­
нительным к точечному графу обобщенного четырехугольника 0 (^ (2,4).
Ядром подграфа А, содержащего более одной вершины, мы будем на­
зывать подграф К  (А)  =  А 1 П А. Ядром вершины а называется подграф 
К  (а) =  {х £ Г | х 1- =  а 1 }. Число вершин в К  (а) будем обозначать через а. 
Вершину а назовем редуцированной, если К  (а) состоит из единственной 
вершины, т.е. а — 1. Граф Г называется редуцированным, если все его 
вершины редуцированы. Пусть х =  у тогда и только тогда, когда х 1 =  Д .  
Редукцией графа Г называется фактор-граф Г графа Г по отношению = .
В двух первых разделах статьи изучаются общие свойства связных 
графов без 3-лап. В начале третьего раздела описаны графы Тервил- 
лигера без 3-лап. Конец третьего раздела и два последних посвящены 
доказательству теоремы 2, в которой получена классификация графов 
без 3-лап с равномощными //-подграфами.
1. Н екоторы е общ ие свойства граф ов без 3-лап
Цель этого раздела — получение некоторых общих свойств графов 
без 3-лап без дополнительных ограничений. До конца раздела 2 через Г 
обозначается связный граф, не содержащий 3-лап.
Л ем м а 1.1. Пусть а £ Г. Тогда:
(1) если Ь^с — несмежные вершины из [а], то [а] С 61 и с1 ;
(2) для любого ребра ас из Г подграф [а] — с1 является кликой;
(3) если Ь^с — несмежные вершины из Г — а 1 , то у-подграф [Ъ] П [с] 
содержится в Г — а 1 .
Д оказательство. Если вершина х из [а] не лежит в и с1 , то граф 
{а; 6, с, х}  является 3-лапой и (1) доказано.
Из (1) следует (2).
Пусть выполнены условия пункта (3) леммы. Если х — вершина из
[а] П [Ь] П [с], то граф {х; а, 6, с} является 3-лапой.
Л ем м а 1.2. Если асЬд — четырехугольник графа Г; то:
(1) а 1 и 61 =  с1 и с?1 ;
(2) если се — ребро из ([а] П [6]) — с?1 , то с1 и е1 совпадают вне [д].
Д оказательство. (1) По лемме 1.1 [а], [Ь] содержатся в с1 и <Д. Симме­
трично, [с] и [д] содержатся в а 1 и Ь1 .
Утверждение (2) следует из (1). Лемма доказана.
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Скажем, что пара вершин а, Ь из Г является сильной, если //-подграф
[а] П [Ь] не является кликой. Вершину а назовем сильной, если она содер­
жится в некоторой сильной паре.
Л ем м а 1.3. Пусть а,Ъ — сильная пара.
(1) Если окрестность некоторой вершины х содержит у-подграф [а]П 
[Ъ\, то х 1- содержит а 1 или 61 .
(2) Если х £ [а] — [Ь\, то либо [х] П [Ь] содержит несмежную с а вер­
шину, либо а 1 содержит хД  либо [х] П [Ъ] является кликой из [а] П [Ъ\.
Д оказательство. Можно считать, что х ^ {а, Ь}. Ясно, что вершина 
х смежна точно с одной из вершин а, Ь. Пусть для определенности х £
[а] — [Ъ\. По лемме 1.2(2) графы х 1 и а 1 совпадают вне [Ь], поэтому а 1 С / 1 . 
Утверждение (1) доказано.
Допустим, что х £ [а] — [Ь] и граф [х] П [Ь] содержится в [а]. Если [х] П [Ь] 
— не клика, то по пункту (1) леммы а 1 содержит х ^ . Утверждение (2) 
доказано.
Л ем м а 1.4. Пусть  А — пятиугольник  из Г; У — такой подграф, что 
У =  х 1 и у1 для любых несмежных вершин х, у £ А. Тогда У =  Г.
Д оказательство. Покажем, что [з] С У для з £ У. Достаточно доказать, 
что [з] содержит несмежные вершины из А. Пусть А =  {х, у, х, и, га} н 
вершины х,5 не смежны. Тогда 5 смежна с вершинами х, и из А — [х] и 
еще по крайней мере с одной из вершин у,со. Итак, [з] С У для 5 £ У. 
Теперь связность графа Г влечет требуемое равенство. Лемма доказана.
Зафиксируем четырехугольник асЬд из Г.
Л ем м а 1.5. Если  е ^ а 1 и &1 и подграф [Ъ] П [е] не является кликой, то 
х 1 =  61 для любой не смежной с а вершины х £ [с] П [д\.
Д оказательство. По лемме 1.2(1) а 1 и 61 =  а 1 и х 1 , в частности, [х] 
содержит [Ь]П[е]. Снова по лемме 1.2(1) =  е1 и х 1 . Таким образом,
и х 1 совпадают вне а 1 П е1 . Утверждение леммы следует теперь из 
пункта (3) леммы 1.1. Лемма доказана.
В леммах 1.6-1.10 используются следующие обозначения: У =  Д и б 1 , 
х (У ) =  {х е у  | х 1 с  у}.
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Л ем м а 1.6. Пусть  /  £ Г — Е и [/] пересекает Е. Тогда:
(1) [го] П -У(Е) является кликой для го £ [/] П Е;
(2) еслг/ го £ [«] П [с] П [/], шо [го] П ([а] — с1 ) лежит в [/].
Д оказательство. Если го £ [/] П Е и [го] содержит несмежные вершины 
х,г/ £ Х (Е ), то [го] С Д  и у1 . Противоречие с тем, что /  £ [го] — Е. 
Утверждение (1) доказано.
Утверждение (2) следует из леммы 1.1. Лемма доказана.
В леммах 1.7-1.9 предполагается, что подграф ([а] П [6]) — Л  содержит 
ребро сх.
Л ем м а 1.7. Если  Г2(с) — Е содержит вершину / ; то:
(1) графы [/] П [с] и [/] П [х] совпадают.
Более того;
(2) если [х] — с1 содержит вершину из [а] — [Ь\, то [/] П [х] С [&];
(3) если [/] П [с] пересекает [а] и [Ь\, то с1 и х 1 совпадают вне [а] П 
[Ъ] П Щ .
Д оказательство. Граф [/] П [д] не пересекает с1 и ж1 , и по пункту (2) 
леммы 1.2 утверждение (1) выполняется.
Пусть [х] — с1 содержит вершину у из [а] — [Ь]. Тогда у £ [д] и по 
лемме 1.2(1) Е =  61 и Д .  Но подграф [х] П [/] не пересекает [у\ по пункту
(1). Поэтому [х] П [/] содержится в [Ь\. Утверждение (2) доказано, а (3) 
следует из (2).
Л ем м а 1.8. Либо подграф (с1 — х 1 ) и (х1 — с1 ) является кликой из [<7]; 
либо Г =  Е.
Д оказательство. Пусть лемма неверна. Так как с1 — х 1 и х 1 — с1 явля­
ются кликами, то с1 — х 1 содержит вершину х, не смежную с вершиной у 
из х 1 — с1 . Ввиду пункта (2) леммы 1.2, х ,у  £ [д\. Если £ [а\ П [Ь], то 
по леммам 1.2(1) и 1.4 Г =  Е. Выберем теперь вершину га из Е — А (Е ). 
Пусть х £ [о] — [Ь]' Если у £ [6] — [а], то вершины а, Ъ входят в граф 
А =  {а, 6, с, <7, х, х, у} симметрично. Без ограничения общности со £ [а] — [&]• 
Тогда вершина со смежна с х и не смежна с у, поэтому со £ [с] П [х] по лемме 
1.4. Но тогда [гс] С х1 и х 1 С Е. Противоречие с выбором га.
Пусть теперь вершина у такж е смежна с а. Предположим сначала, что 
го £ [а] — [Ь]. Если вершина га смежна с <7, то она не смежна с с, х, поэтому 
га £ [х] Г) [у]. Противоречие с тем, что [гс] не содержится в Е. Если же
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вершина га не смежна с <7, то она смежна с с, ж, поэтому га не смежна с 
г, у и [а] содержит 3-коклику га^х^у.
Пусть га £ [&] — [«]. Тогда вершина га не смежна с г, поэтому она смежна 
с г/, х. Отсюда га не смежна с с, следовательно, га £ [д\. Противоречие с 
тем, что в этом случае [ш] С и х 1 С Е.
Л ем м а 1.9. Если [с] — х 1 содержит вершину х из [а] — [Ь\, то либо под­
граф (х1 — с1 ) лежит в [а\, либо Г =  Е.
Д оказательство. Пусть Г ф Е, га — вершина из Е — Зб(Е) и [х] — с1 
содержит вершину у из [Ъ\ — [а]. По лемме 1.8 ху — ребро. Если га смежна 
с с, то она несмежна с д. Поэтому га смежна с х и х. Но тогда [ш] С 
х1 и х 1 С Е. Противоречие с выбором га. Значит, га смежна с с? и не 
смежна с с и х. Ввиду леммы 1.7(2), примененной к [х] — с1 и [с] — х 1 , 
вершина га содержится в [а] П [Ь\. Противоречие с выбором ш, поскольку 
в этом случае [ш] С а 1 и 61 С Е .
Л ем м а 1.10. Если е £ Г3(а) и асЬе — 3-путь) то р-подграфы [а] П [Ь\,
[с] П [е] являются кликами.
Д оказательство. Допустим, что [а] П [Ь] содержит несмежные вершины 
с, с?. По лемме 1.2(1) е £ с1 и сД. Противоречие с тем, что е £ Г3(а). 
Лемма доказана.
Л ем м а 1.11. Если  Л — связный граф, в котором все р-подграфы регу­
лярны одинаковой валентности, не являются кликами и имеют одина­
ковое число вершин} то Л является регулярным графом.
Доказательство. Пусть а, Ь  — смежные вершины из Л, с — произволь­
ная вершина из [а] — 61 . Если р =  \[Ь\ П [с]| и а  — валентность //-подграфа 
[Ь] П [с], то вершина с смежна с р — а — 1 вершиной из [Ь] — а 1 . Теперь 
число ребер из [Ъ] — а 1 в [а] — 61 равно \[Ь\ — а^\(р — а — 1), а число ребер 
из [а] — Ъ1- в [Ъ] — а 1 равно |[а] — Ъ^\(р — а — 1). Отсюда \[Ь\ — [а]| =  |[а] — [Ь\\ 
и, следовательно, \[а] \ =  |[Ь]|.
2. Сильные пары в граф ах без 3-лап
В этом разделе мы продолжим изучение вложения сильных пар в связ­
ный граф Г без 3-лап.
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Л ем м а 2.1. Пусть а £ Г; 5, е £ Г2(а) и вершина с из [а] П ([6] — е1 ) 
смежна с /  из [а] П ([е] — 51 ). Тогда [с] и [/] совпадают на а 1 — ([6] и [е]).
Д оказательство. Пусть выполнены условия леммы. По лемме 1.1 [с] — 
лежит в / х и [/] — е1 содержится в с1 . Отсюда следует утверждение 
леммы.
В леммах 2.2-2.6 предполагается, что {а, 5, е} — 3-коклика из Г и [а] П 
[Ь] содержит несмежные вершины с, д.
Л ем м а 2.2. Пусть [с] П [е] содержит вершины и из [а] и т из [Ь\. Если 
([а] П [6]) — содержит вершину г, не лежащую в К  (с), то для любой 
вершины х  из ([а] П [Ъ] П [с]) — г 1 ее окрестность [х] содержит [Ь] —([а] и [е]) 
и [а] -  ([6] и [е]).
Д оказательство. По лемме 1.7 [с] и [г] совпадают вне [а] П [Ь] П [д\. Далее,
[и] П ([6] — [а]) лежит в [е] и по лемме 1.1(1) [с] П ([6] — ([а] и [е])) лежит 
в [х]. Но [Ъ] содержится в ^  и ж1 , поэтому [Ъ] — ([а] и [е]) лежит в [х]. 
Симметрично, [х] содержит [а] — ([6] и  [е]).
Л ем м а 2.3. Пусть [а] П [е] содержит несмежные вершины / , у. Тогда:
(1) каждая вершина из [а] — ([6] и К  (а)) смежна точно с одной вер­
шиной из множеств  {с, <7}; {/?#} (в частности} можно считать, что 
с/^ду  — ребра);
(2) если у-подграфы [с] П [у\) [/] П [д\ имеют непустое пересечение с 
[Ь] П [е]; то любая вершина из [с] П [у\ П [Ь] П [е] не смежна с вершинами 
из [/] П [д\ П [Ъ] П [е].
Д оказательство. (1) Ввиду леммы 1.5, ([/] П [у]) — е1 лежит в К  (а) и 
(И  П И ) - ! » 1 лежит в К  (а). Отсюда следует первое утверждение леммы.
(2) Если и — вершина из [с] П [у\П [Ь] П [е], смежная с га £ [/] П [д] П [Ь] П [е], 
то /}  является 3-кокликой из [и]. Противоречие.
В леммах 2.4-2.6 предполагается, что [а] П [е] содержит несмежные 
вершины / ,  причем с /, ду — ребра в Г.
Л ем м а 2.4. Пусть [с] П [д] содержит вершину х  из [а] П [Ъ\. Без ограни­
чения общности х  £ [у\ — [/]. Тогда:
(1) графы [с\, [х] ([<7]; [у\) [х]) совпадают на [Ь] — ([а] и [е]) (соответ­
ственно на [а] — ([5] и [е]));
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(2) если х не смежна с некоторой вершиной д* из [с1] П [а] П [е]; то 
[Ь] — ([а] и [е]) лежит в [с] П [х] и [а] — ([6] и [е]) содержится в [д] П [х] П [(/];
(3) если х смежна с некоторой вершиной / '  из [с] П [а] П [е]; то [Ь] — 
([а] и [е]) лежит в [д] и [а] — К  (а) содержится в [Ь] и [е].
Д оказательство. Заметим, что с не смежна с вершиной д из [ж], поэтому 
[х] П ([6] — ([а] и [е])) лежит в [с]. Симметрично, д не смежна с вершиной 
/  из [с], поэтому [с] П ([6] — ([а] и [е])) лежит в [х]. Первое утверждение из
(1) доказано. Второе утверждение в (1) следует из леммы 2.1.
Пусть выполнены условия пункта (2) леммы. Тогда [д] — [д'] лежит в 
[ж], поэтому [д]П{[Ь]-{[а]и[е])) лежит в [ж]. Из леммы 1.1 и утверждения (1) 
следует, что [Ь] — ([а] и [е]) лежит в [с] П [ж]. По лемме 2.1 графы [с?], [д1\ 
совпадают на [а] — ([6] и [е]). Из (1) теперь следует второе утверждение в
(2 ).
Пусть выполнены условия пункта (3) леммы. Тогда [ж] — [/'] лежит в 
[с?], поэтому [ж] П ([6] — ([а] и [е])) лежит в [д]. Из утверждения (1) следует, 
что [Ь\ — ([а]и[е]) лежит в [д]. Далее, по лемме 2.1 графы [ж], [/'] совпадают 
на [а] — ([6] и [е]). Из (1) теперь следует второе утверждение в (3).
Л ем м а 2.5. Пусть [а] П [Ь] содержит 3-путь схуд . Тогда:
(1) граф [ж] П [у] содержит [Ь] — ([а] и [е]);
(2) если [ж] пересекает [Ъ] П [е]; то [а] — ([6] и [е]) лежит в [у].
Д оказательство. Утверждение (1) следует непосредственно из леммы 2.1 
Докажем утверждение (2). Заметим, что вершина и из [Ь] П [е] смежна с ж 
или у. Пусть и £ [ж] — [у]. По лемме 1.2 граф [ж] — гД лежит в Д .  Отсюда
[а] — ([6] и [е]) содержится в [у].
Л ем м а 2.6. Пусть [Ь] П [е] содержит несмежные вершины и, ш и си^дьо 
— ребра в Г. Если [а] П [Ь] содержит смежную с с, с? вершину ж, то либо 
х  С  [у]  ~  [Д ]  и или ж, е — сильная пара, или подграф с, Д  / ,  д, и, гс является 
шестиугольником; либо ж £ [ш] — [и] и [Ь] — К{Ь) содержится в [а] и [е];
[а] — К  (а) содержится в [Ь] и [е].
Д оказательство. Без ограничения общности ж £ [у] — [/]• Допустим сна­
чала, что ж £ [и] — [ш]. В этом случае либо вершины и^у из [ж] П [е] не 
смежны, либо ид — ребро и подграф {с, с?, / ,  д, и, гс} является шестиуголь­
ником.
Допустим теперь, что ж £ [ш] — [и]. В этом случае по лемме 2.1 графы
[ж], [ш] и [б] совпадают на [Ь] — ([а] и [е]) и по пункту (1) леммы 2.4 [Ь] — К{Ь) 
содержится в [а] и [е]. Симметрично, [а] — К  (а) содержится в [Ь] и [е].
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3. Граф ы  без 3-лап с равномощ ными //-подграф ам и
Пусть до конца работы граф Г является связным графом без 3-лап с 
равномощными //-подграфами. Следующее утверждение является вари­
антом одной леммы Тервиллигера из [5].
Л ем м а 3.1. Пусть  Е -  связный граф Тервиллигера диаметра 2. Тогда 
для любого ребра Ьс из Е — Е 1 найдется вершина ф несмежная с Ь и с.
Д оказательство. Пусть Е содержится в 61 и с1 для некоторого ребра Ьс 
из Е — Е 1 . Ясно, что и с1 не инцидентны. Значит, разность [Ъ] — с1 
содержит некоторую вершину х, а [с] — 61 содержит некоторую вершину 
у из Е. Заметим, что вершины х и у не смежны, иначе [х] П [с] содержит 
несмежные вершины Ь и у. Теперь граф [х] П [у] содержится в [Ь] П [с]. В 
самом деле, если х — несмежная с Ь вершина из [х] П [//], то х смежна с с 
по предположению и [Ь] П [г] содержит несмежные вершины х и с. Теперь 
[у] П [Ь] содержит весь //-подграф [х] П [у] и вершину с. Противоречие.
Л ем м а 3.2. Пусть  Г — связный граф Тервиллигера без 3-лап. Тогда 
либо Г является а-расширением графа икосаэдра; либо в Г — Г1 подграф 
на множестве всех вершин с некликовыми окрестностями является пу­
стым, кликой или а-расширением связного графа с у  — 1.
Д оказательство. Пусть Г является контрпримером к утверждению лем­
мы и имеет наименьшее число вершин. Г' — подграф из Г на множе­
стве всех вершин с некликовыми окрестностями. Очевидно, что все у- 
подграфы из Г содержатся в Г' и поэтому Г' является связным графом.
Предположим, что Г =  Г'. Если а, Ь £ Г и /Да, Ь) — 2, то для любой 
вершины с £ [(/] П [Ь] получим равенство кс — 2 +  Хас +  Хьс — (у — 1).
Вершину с ^ Г такую, что с < //, назовем хорошей. Покажем, что 
для любой хорошей вершины с граф Лс =  [с] — [с]1 регулярен валентности 
Л для некоторого фиксированного Л. По выбору вершины с граф Лс — 
связный граф Тервиллигера. Пусть ху  — ребро графа Лс. По лемме 3.1 [с] 
содержит вершину х, не смежную с х, у. Как и выше, кс =  3 — у  +  Ас;г +  Ас^ , 
поэтому Ас;г =  Асу и Лс — регулярный граф.
Положим Л =  Лс, а — | [с]^ |. Д ля х ^ А через АДс, х) обозначим ядро 
вершины х в графе Л. По предложению 1.16.2 из [6] все ядра АДс, х) 
состоят из з вершин и редукция Л является сильно регулярным графом 
Тервиллигера без 3-коклик с параметрами (йД , А,//), где
  кс — а  Т 1 у- А +  2 — з   у  — а
V — ---------------, к =   , у  = - -------
5 5 5
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и Л находится из прямоугольного соотношения. По теореме Тэйлора- 
Ливингстона [6, теорема 1.5.3] сильно регулярный неполный граф Тер- 
виллигера без 3-лап является пятиугольником, поэтому д =  а  +  з, 
Л =  Зз — 2, кс =  5з +  а  — 1.
Выберем хорошую вершину с наибольшей валентности в Г. Заметим, 
что [с]1 состоит из хороших вершин, поэтому АД с) =  [с]1 . Если а — хоро­
шая вершина из Л, то граф [а] — [а]1 является регулярным валентности 
Л'. Отсюда любое ядро АДа,х) состоит из Г вершин, |[ « ] | =  с/, причем 
д =  сх +  Л, Л' =  ЗГ — 2, ка — 5Г +  с/ — 1. Но Аас =  А +  <т — 1 =  А' +  с/ — 1, 
поэтому з =  Л, а  =  с/ и ка — кс. В частности, [а]1 =  К  (а).
Покажем, что любая смежная с с вершина а является хорошей. Дей­
ствительно, в противном случае граф а 1 П с1 является (А +  а  +  1)-кликой 
из а 1 . С другой стороны, граф Л(а) не является кликой.
Из связности графа Г получаем, что х =  <т, кх =  кс для любой вер­
шины х £ Г. Таким образом, редукция Г — вполне регулярный граф 
Тервиллигера. По теореме Тэйлора-Ливингстона [6, теорема 1.5.3] впол­
не регулярный граф Тервиллигера без 3-лап либо имеет д =  1, либо 
является графом икосаэдра. Противоречие с выбором графа Г.
Предположим, что Г' ф Г. Тогда Г' имеет меньше вершин, чем Г, и 
удовлетворяет заключению леммы.
Пусть Г' является «-расширением графа икосаэдра, а ^ Г - Е ,  6 ^ [а]П 
ГА Тогда [Ь] содержит 3-коклику {а, х, у} для некоторой пары несмежных 
вершин х, у из [Ъ] П ГА Противоречие.
Пусть АДГ') — пустой подграф и подграф из Г' на множестве всех вер­
шин с некликовыми окрестностями в Г' является «-расширением связного 
графа с д =  1. Поскольку Г является контрпримером, то в Г' есть вер­
шины с кликовой окрестностью в ГА
Пусть а £ Г' и [а] П Г' — клика. Тогда в [а] существуют несмежные 
вершины 5, с такие, что Ь £ Г', с ^ ГА Покажем, что [Ь] П [с] содержится 
в К  (а). Действительно, так как [а] П Г' — клика, содержащая [Ь] П [с], 
то [Ь] П [с] =  [с] П ГА Но тогда если для некоторой вершины у ^ [Ь] П [с] 
пересечение [у] с [Ь] П [с] не пусто, то |[у] П [с]| =  \[Ь\ П [с]| влечет [у] П [с] =
[Ь] П [с]. Тогда [Ь] П [с] С К  (а) и Г' является «-расширением связного графа 
с д =  1. Противоречие с выбором Г.
Пусть АДГ') — непустой подграф и подграф из Г' на множестве вер­
шин с некликовыми окрестностями в Г' является пустым, кликой или «- 
расширением связного графа с д =  1. Пусть 5 £ Г — ГА Если | [Ь] П Г'| > д, 
то АДГ') содержится в [Ь] П ГА Предположим, что ах ,а2 — произвольные 
различные вершины из Г' — [Ь\. Если ах не смежна с а2, то {ах, а2, Ь} будет
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3-кокликой в окрестности некоторой вершины из К  (Г'), что невозможно. 
Если а\ смежна с а2 и [ах] П [Ь] ф [а2\ П [6], то для некоторых вершин 
и £ ([«1] П [Ь]) — [а2] и го £ ([«2] П [6]) — [ах] //-подграф [ах] П [ш] содержит 
несмежные вершины а2,а . Значит, [ах] П [6] =  [а2] П [Ь] для любой пары 
вершин из Г' — [Ь]. Но тогда Г' является «-расширением связного графа с 
// =  1 и опять противоречие с выбором графа Г.
Теперь \[Ь\ П Г'| =  у  для любой вершины Ь  £ Г — Г'. Покажем, что в 
этом случае а 1 =  го1- для любых вершин и, го из [6] П Г'. Действительно, 
если х £ [а] — [ш] и /  ^ Г', то |[х] П [Ь]| < //. Если х ^ Г', то хЪ — ребро, 
иначе опять \[х] П [Ь\ \ < у. Но тогда //-подграф [х] П [ш] содержит вершину 
6, что противоречит выбору Ъ. Так как а 1 =  го1- для любых вершин а, го из
[Ь] П Г', то либо К  (Г') =  Г', либо К  (Г') П [Ь] является пустым множеством. 
В первом случае граф Г не противоречит заключению леммы. Во втором 
случае подграф Г' — [ К (Г') и [6]) является кликой и, значит, Г' — снова 
«-расширение связного графа с // =  1. Таким образом, контрпримера к 
лемме 3.2 не существует.
Л ем м а 3.3. Пусть а,Ь — вершины из Т, находящиеся на расстоянии 2, 
е £ Г2(а)ПГ2(6); х £ АД[а]П[е]); у — несмежная с х вершина из К([Ь\П[е\).
(1) Если д(х,Ь) — д(у,а) — 2, то подграф [х] П [у] содержит вершину 
х из [а] П [Ь].
(2) Если а,Ь — сильная пара, то выполняется заключение утвержде­
ния (1).
Д оказательство. (1) Пусть [х] содержит « вершин из [а] П [Ь] и у — а  
вершин из [Ь] П [е], [у] содержит /9 вершин из [а] П [Ь] и у — /9 вершин из
[Ь] П [е]. Тогда [х] П [у] содержит е, у — а  вершин из [Ь] П [е] и у — /9 вершин 
из [а] П [е]. Отсюда (// — а) +  (// — /9) < у  и у < а  +  /9. Таким образом, 
[х] П [у] содержит вершину х из [а] П [Ь\.
(2) Если а, Ь — сильная пара, то д(х,Ь) — (Еру, а) — 2 по лемме 1.2(1). 
Лемма доказана.
Л ем м а 3.4. Если  Г является графом Тервиллигера без 3-лап и содер­
жит 3-коклику, то Г имеет диаметр больше 2.
Д оказательство. Пусть { х , у , г }  является 3-кокликой из Г и диаметр Г 
равен 2. Если для некоторой вершины и из [х] П [г] найдется несмежная с 
ней вершина го из [у] П [х], то по лемме 3.3(1) х является сильной верши­
ной. Противоречие с определением графа Тервиллигера. Значит, любая 
вершина из [х] П [г] смежна с любой вершиной из [у] П [х]. Но тогда ни одна
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вершина из [х] П [у] не смежна ни с одной вершиной из ([ж] П [г]) и ([у] П [г]). 
Противоречие с условием на диаметр графа. Лемма доказана.
Далее до конца раздела Г является связным графом без 3-лап с рав­
номощными //-подграфами, который содержит четырехугольник асЬ(1.
Л ем м а 3.5. Пусть е £ Г2(а)ПГ2(5) и у-подграф [Ь]П[е] является кликой. 
Тогда для любой вершины х £ К  ([а] П [е]) найдется несмежная с ней вер­
шина у £ [Ь\ П [е]; и для любой такой пары х, у подграф [х] П [у] содержит 
вершину х из [а] П [Ь\. В частности} пары х,г/ и е,х являются сильными.
Д оказательство. Пусть е £ Г2(а) П Г2(Ь) и вершина х принадлежит 
К  ([а] П [е]). Пусть для определенности х £ [с] — [д]. Тогда [х] содер­
жит у  вершин из [6], причем [х] — а 1 лежит в [Ъ] П [е]. Далее, [х] содержит 
вершину с из [а] П [Ь], поэтому х не смежна с некоторой вершиной у из
[Ь] П [е]. Теперь утверждение леммы следует из леммы 3.3(2). Лемма 
доказана.
Зам ечание. Если е вершина из Г2(а) П Г2(Ь), то либо она имеет не- 
кликовый //-подграф с вершинами а или 6, либо оба //-подграфа [а] П [е],
[Ь] П [е] являю тся кликами. В первом случае е — сильная вершина по 
определению, во втором — по лемме 3.5. Следовательно, все вершины из 
Г2(а) П Г2(Ь) являются сильными.
Л ем м а 3.6. Если  а является сильной вершиной из Т, то Г3(а) — пустой 
граф.
Д оказательство. Пусть е £ Г3(а) и афде — 3-путь. Пусть д £ [Ь\. То­
гда //-подграф [а] П [д\ лежит в 61 , иначе [д\ содержит 5, е и вершину из 
([а] П [д]) — [Ь], которые образуют 3-коклику. Отсюда [а] П [д\ =  [а] П [Ь\. 
Противоречие, так как первый подграф является кликой по лемме 1.10, 
а второй содержит несмежные вершины с, б. Значит, [д\ не содержит вер­
шин, образующих сильную пару с вершиной а.
Пусть с £ Г2(е). Тогда некоторая вершина х £ [с] П [е] смежна с Ь. Мы 
получили 3-путь асхе, в котором вершина х смежна с Ь. Противоречие, 
как и в предыдущем абзаце. Отсюда следует, что с ^ Г2(е). Симметрично, 
б ф Г2(е). Но тогда и Ь ^ Г2(е).
Если ^ ^ Г2(6), то по лемме 3.5 д образует сильную пару с некоторой 
вершиной х £ [(/] П [Ь\. Пусть у, г — несмежные вершины из [х] П [д]. 
Тогда е смежна с одной из этих вершин, например с у .  В этом случае
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у £ Г2(а) П [ Ь \ . Заменив д на вершину у, а /  — на вершину из [а] П [у] в 
3-пути а/де,  опять получим противоречие. Значит, д ^ 61 и Г2(Ь).
По лемме 1.2 /  £ [с] и [с?]. Пусть для определенности / с  — ребро. 
Тогда мы получим путь Ьсфд и д £ Гз(Ь). Противоречие с тем, что [/] 
содержит вершину а, которая образует сильную пару с Ь.
Таким образом, Г3(а) пусто. В частности, Г — (а1 и 51 ) =  Г2(а) П Г2(Ь). 
Лемма доказана.
Л ем м а 3.7. Граф Г имеет диаметр 2.
Д оказательство. Пусть Г имеет диаметр больше 2 и вершины ф,д на­
ходятся на расстоянии 3 друг от друга. По лемме 3.6 ф,д не являются 
сильными вершинами. Из замечания после леммы 3.5 / ,  д £ т 1 и у1 для 
любой сильной пары х ,у .  Не теряя общности рассуждений, можно счи- 
тать, что /  £ ([а] П [с]) -  ([6] и [о?]), д £ ([6] П [о?]) -  ([а] и [с]).
По лемме 3.6 Г — (а1 и Ь1 ) = Г2(а) П Г2(Ь). Пусть Г2(а) П Г2(Ь) не пусто 
и е £ Г2(а)П Г 2(6). По лемме 3.5 е — сильная вершина и, значит, е смежна 
точно с одной из вершин в {/,</}. Пусть е смежна с д. Если //-подграф
[Ь] П [е] не является кликой, то он содержит сильную пару х , у  и, значит, 
[/] ^  [Щ ^  [е] не пусто. Тогда /  содержится в т 1 и у 1 . Противоречие 
с выбором / ,  так как т 1 и у1 =  51 и е 1 . Далее //-подграф [а] П [е] не 
может быть кликой, поскольку в противном случае по лемме 3.5 вершина 
д будет сильной, противоречие. Так как /  не является сильной вершиной, 
то //-подграфы [/] П [Ь] и [/] П [е] являю тся кликами, причем вершина 
с £ [/] П [Ь] не смежна с некоторой вершиной к из [/] П [е]. Заметим, 
что д(к,Ь) — 2. Действительно, если & £ [а], то это следует из леммы 
1.2(1). Если к £ [е] — [а], то вершина к — сильная и д(к, Ь) — 2 по лемме
3.6. Теперь по лемме 3.3(1) /  — сильная вершина. Опять по лемме 3.6 
д(ф,д) =  2. Противоречие с выбором вершин / ,  д.
Мы доказали, что Г2(х) П Г2(у) пусто и, следовательно, Г =  х 1- и у 1 
для любой сильной пары х ,у .  Так как [/] П [Ь] не содержит ф то /  смежна 
с некоторой вершиной га из [Ь] — [а]. Так как д(ф,д) =  3, то га не смежна с 
д. Заметим, что [/] П [Ь] — клика, значит, гас — ребро. В то же время га не 
смежна с ф поскольку в противном случае гаЪ — ребро из ([с] П [ф) — а 1 . 
По лемме 1.2(2) га1- и 61 совпадают вне [а]. Однако га1- не содержит д из
Ь1- — [а].
Рассмотрим теперь 3-кок лику {а,га,д}.  Подграфы [а] П [д\ и [ш] П [д\ 
являю тся кликами, так как вершина д не может быть сильной по лемме
3.6. Более того, //-подграф [ш] П [д\ содержится в Ф  -  [а]. Если [ш] П [д\ не 
содержится в [ф, то по лемме 3.3(1) вершина д из [фП[ф образует сильную
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пару с некоторой вершиной и из ([ш] П [д]) — [с1]. Но тогда вершина д 
является сильной. Противоречие с леммой 3.6. Значит, //-подграф [ш]П[//] 
содержится в (6 1  — [а]) П [с?].
Симметрично, //-подграф [д\ П [а] не содержит вершину с, значит, д 
смежна с некоторой вершиной г из [а] — [Ь]. Так как <7(/, д) — 3, то г 
не смежна с / .  Подграф [д\ П [а] — клика, сд — ребро и г не смежна с 
вершинами с, га.
Если <7(ш,х) =  2, то по лемме 3.3(1) вершина га из [/] П [Ь] образует 
сильную пару с вершиной а из ([/]П[х]) — [//;]. Но тогда вершина /  является 
сильной. Противоречие с леммой 3.6.
Следовательно, <7(ш,х) =  3. Как и выше, в этом случае //-подграф 
[д\ П [ш] содержится в [с]. Но тогда //-подграф [д\ П [ш] содержится в //- 
подграфе [с] П [с?], и, значит, [д\ П [ш] =  [с] П [с1]. Противоречие с тем, что 
[д\ П [ш] не содержит а из [с] П [с1]. Лемма доказана.
До конца статьи будем предполагать, что граф Г является контрпри­
мером к теореме 2  и содержит наименьшее число вершин.
Л ем м а 3.8. Граф Г не содержит А-коклик.
Д оказательство. Пусть {ш, х, //, г} является 4-кокликой из Г и и £
По леммам 1.1(3) и 3.7 Г —и 1  является связным подграфом из Г, содер- 
жащим 3-коклику. Следовательно, он удовлетворяет условию теоремы 2 . 
Так как Г — контрпример с наименьшим числом вершин, то Г — и 1  удо­
влетворяет заключению теоремы 2. Если Г — и 1  — граф Тервиллигера, 
то по лемме 3.4 он имеет диаметр больше двух. Так как подграф Г — и1  
имеет диаметр 2, то он содержит четырехугольник. Все такие графы из 
заключения теоремы 2  являются регулярными графами.
Далее, Г не содержит 3-лап, поэтому любая вершина из Г не может 
быть смежна более чем с двумя вершинами из 4-коклики. Таким образом, 
эта вершина принадлежит пересечению антиокрестностей по крайней ме­
ре двух вершин из {ш, х, //, г}. Из того, что Г является связным графом, 
следует, что валентности всех вершин совпадают. По теореме 1 из работы
[4] граф Г не является контрпримером к теореме 2.
Л ем м а 3.9. Если е £ Г2(а) П Г2(6); то граф [а] П [е] пересекает [с] и [д].
Д оказательство. Допустим, что А =  ([а]П[е]) и ([Ь]П[е]) и [а]ПА =  [с]ПА. 
По лемме 1.3(2) [а] П А и А — [а] являются кликами. Если /  С [а] П А, то
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по лемме 3.5 в А — [а] =  [Ь] П [е] найдется несмежная с /  вершина и такая, 
что [/] П [и] содержит вершину г из [а] П [Ь\. По лемме 1.1 вершина г лежит 
в [с] П [с?]. Так как [а] С с1  и с?1 , то по лемме 2.1 подграф а 1  — ([5] и [е]) 
содержится в [х] для любой вершины х из ([а] П А) и {х, с}. Симметрично, 
подграф 6 1  — ([а] и [е]) содержится в [у] для любой вершины у из ([5] П
А) и {х, 6 }.
По лемме 3.8 Г — (а 1  и 6 1 ) является кликой и, следовательно, Г — е1  
содержится в а 1  и 51 . Так как Г имеет равномощные //-подграфы, то //- 
подграф [а] П [е] лежит в (а 1  — [5])1 , //-подграф [Ъ] П [е] лежит в (6 1  — [и])1 , 
ни одна вершина из [а] П [Ъ] не смежна ни с одной вершиной из Г — е1  и ни 
одна вершина из Г — е1  не смежна ни с одной вершиной из е1  — ([а] и [5]). 
Значит, е1  =  К(е)  и А.
Теперь для любой вершины х из [а] П А имеем х 1  =  К(е)  и (а 1  — [5]) и 
([х] П [5]). Д ля любой вершины у из [Ъ] П А имеем у 1- =  К(е)  и (6 1  — [а]) и 
([у] П [а]). Отсюда к х = к а + ё и к у = к ъ + ё.
Пусть V — |Г |. Тогда, с одной стороны, V — 2 -\- к а -\- кь — // +  ё. С 
другой стороны, \х1 и е-11 = 2 Т  к / Т  к и — /и = 2 Т  (к а + ё) +  [кь +  ё) — //. 
Противоречие. Лемма доказана.
Д ля вершин х, //, находящихся на расстоянии 2  в Г, положим Д (х, у) =  
К (х )  и К  (у) и ([х] П [//]). Пусть А — такой подграф из Г, что К (х )  С А 
для любой вершины х £ А, а А — фактор-граф, полученный из А так, 
что х =  К (х )  для х £ А. Тогда А назовем ядерным расширением А.
Через К  обозначим класс графов, состоящий из 2-кок лики и полных 
многодольных графов с долями порядка 2 .
Л е м м а  ЗЛО. Пусть е £ Г — (а 1  и 6 1 ). Тогда:
(1 ) если ху  — ребро из [а] П [Ь] — ([а] П [Ь])± и [х] П [е] =  [у] П [е]; то
х 1 =  у е
(2 ) граф А (а, Ь) — ([а] П [Ь])± является ядерным расширением графа из 
класса К]
(3) Д (а, Ь) — Д(с, д) и с-\~ д — а -\~ Ь для любых несмежных вершин с, д 
из [а] П [Ь].
Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть выполнены условия пункта (1) леммы. Д ля 
ш £ [х] П [е] получим равенство [ш] П х 1  =  [ш] П Д ,  в противном случае, 
например, окрестность га содержит 3-коклику е,// и вершину из [х] — [у]. 
По лемме 3.9 [х] П [е] пересекает [а] и [Ь]. Пусть х — не смежная с х 
вершина из [а] П [Ь]. Тогда х не смежна с //, иначе по лемме 3.9 [у] П [е] 
пересекает [х] и [х]. Противоречие с условием [х] П [е] =  [у] П [е]. Теперь
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по лемме 1.7(3) графы ж1 , /Д совпадают вне [а] П [Ъ] П [ж]. Итак, ж1 =  /Д, 
утверждение (1 ) доказано.
Пусть ж £ [а] П [Ъ] — ([а] П [Ь]Д и ух — ребро из ([а] П [6 ]) — ж1. По лемме 
1.2(2) [у] П [е] =  [ж] П [е] и из пункта (1) следует, что ж1 =  у 1 . Это влечет 
утверждение из пункта (2 ).
Из пункта (2 ) следует равенство А (а, Ь) — (Д]П[5]Д =  А (с, б) — ([с]П[<7] Д  
для любых несмежных вершин с, <7 из [а] П [Ъ\. Пусть ж £ ([а] П [5]Д  и ж ^ 
([с] П [с? ] ) 1  для некоторой пары несмежных вершин с, <7 из [а] П [Ъ\. Тогда без 
ограничения общности рассуждений найдется вершина х из [а] — ( Д и е 1 ), 
которая смежна с с, с? и не смежна с ж. Из равенства |[а] П [6 ]| =  \[х] П [Ь\\ 
следует, что в [Ъ] — (а 1  Э е 1 ) есть вершина //, смежная с х. Без потери 
общности рассуждений можно считать, что у смежна с вершиной с. Из 
равенств а 1  и Д  =  с1  и Д  и с1  и Д  =  ж1 и ж1  следует, что у смежна ж. 
Если у смежна с <7, то у г — ребро из //-подграфа [с] П [б\ вне ж1 . По (2) 
/Д =  Д .  Противоречие, так как у не смежна с вершиной а. Если у не 
смежна с <7, то ус — ребро из //-подграфа [ж] П [Ъ] вне Д .  По (2 ) гД =  с1 . 
Противоречие. Значит, Д (а, Ь) — Д(с, с?).
Так как |Д (а, Ь)\ =  а +  Ь +  у  и |Д(с, б)\ =  с +  <7 +  //, то справедливо и 
последнее равенство. Лемма доказана.
Д ля подграфа Д из Г вершину ж из Г — Д, смежную с а  вершинами из 
Д, назовем <т-точкой для Д.
Л ем м а ЗЛ 1. Пусть  / ,  д — несмежные вершины из [а] П [е] и с / , с1д — 
ребра. Тогда:
(1 ) если [б] П [/] содержит д вершин} а [с] П [д\ содержит 6  вершин из
[b] П [е]; то д +  8  — Ъ +  е;
(2 ) либо [с] П [д] П [Ь] П [е] =  К  (и) и [б] П [/] П [Ь] П [е] =  К  {из) для 
некоторых несмежных вершин //,//; £ [Ь] П [е]; либо один из у-подграфов
[c] П [д\) [б] П [/] не пересекает [Ъ] П [е]; а второй пересекает по подграфу 
из К([Ь\ П [е]).
Д оказательство. (1) Рассмотрим //-подграфы [с] П [д\ и [б] П [/]. Если ж 
— вершина из [с] П [д\ и ж £ [а] — ([6] и [с]), то {ж, <7, /}  является 3-кокликой 
из [а]. Противоречие. Значит, [а] П [с] П [д\ содержится в ([а]П[6])и([а]П[е]). 
Аналогично, [а] П [б] П [/] содержится в ([а] П [Ъ]) и ([а] П [с]).
Пусть вершина с является <т-точкой для [Ь] П [е], а /  является /9-точкой 
для [Ь] П [е]. Тогда б является <т-точкой для [а] П [е], а д является /9-точка 
для [а] П [е]. В этом случае //-подграф [б] П [/] содержит К  (а), у — /9 — с
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вершин из [а] Г)[Ь\ ж а — д вершин из [а] П [е]. Отсюда получим следующее 
равенство:
д — а-\-д — [3 — с-\ -а  — д-\- 7 ,
где д =  \[с1]Г) [/] П [Ь] П [е]|. Симметрично, //-подграф [с] П [д\ содержит К  (а), 
(3 — с1 вершин из [а] П [Ь] и д — а — /  вершин из [а] П [е]. Отсюда получим 
равенство
д — а  -\~ /3 — б д — су — ф Т ё, 
где 8  — |[с]П [д\ П [Ь] П [е]|. Сложив полученные равенства, имеем
с +  с? +  /  д — 2 а 7  Т 8 .
Поскольку по лемме 3.10(3) а +  6 =  ё +  <7иа +  ё =  /  +  ф  т о 7  +  ё =  6 +  ё.
(2) Пусть и 6  [с] П [д] П [Ь] П [е], ьи 6  [б] П [/] П [Ь] П [е]. Тогда по лемме 3.10 
7  =  ш и 8  — й. Вершины а, ш не смежны по лемме 2.3(2).
Пусть теперь //-подграф [с] П [д\ не пересекает [Ь] П [е]. Тогда 8  =  0 и 
из равенства, полученного в (1), имеем 7  =  6 +  ё. Если ш не принадлежит 
К ([Ъ] П [е]), то любая вершина х из ([Ъ] П [е]) — не смежна с с? и / ,  поэтому 
х £ [с] П [д]. Противоречие с предположением.
4. И склю чительны е тройки в граф ах без 3-лап  
с равномощ ными //-подграф ам и
Так как граф Г — минимальный контрпример к теореме 2, то по лем­
мам 3.7, 3.8 Г имеет диаметр 2 и не содержит 4-коклик. Далее, мы хотим 
доказать, что Г =  а ^ и б 1  для любой сильной пары вершин а, Ь из Г. Пред­
положим противное и назовем тройку вершин {х,//,х} из Г особой, если 
{х, у} — сильная пара ж х ^  . Д ля 3-коклики {х, //, х} из Г положим
Е(х, //, х) — Д (х, у) и  Д (х, х)и А (г/, х), где Д (а , ш) =  К(и)иК(ш)и([и\Г\[ш]),  
и^ьо £ {х,//,х}. Особую тройку {х,//,х} назовем исключительной , если 
Г =  Е (х ,//,х ). В леммах 4.2-4 .6  предполагается, что {а, 6 , е} — исключи­
тельная тройка из Г и с, с? — несмежные вершины из [а] П [Ь]. Очевидно, 
что если {а, 6 , е} — исключительная тройка из Г, то и {6 , а, е} является 
исключительной тройкой из Г.
Л ем м а 4.1. Пусть  {х,//,х} является 3-кокликой из Г. Тогда:
(1 ) любая вершина из /С([х]П[х]) смежна с каждой вершиной из К([у]П
И ) ;
(2 ) если {х,//,х} — особая тройка и один из р-подграфов [х]П[х]; [//]П[х] 
имеет нетривиальное ядро, то другой не является кликой .
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Д оказательство. (1) Пусть Е = Е(ж, у, Д  и £ /Д[х] П [х]) и га — не 
смежная с и вершина из К  ([у] П [г]). Покажем, что //-подграф [и] П [гг] 
содержится в Е. Пусть |[н] П [у] П[х]\ =  <т, |[ш] П [х] П [г]| =  /9 и \[х] П [у] П
[и] П [ш]| =  д. Тогда |[н] П [х] П [у] | =  // — <т, |[ш] П [х] П [у] | =  // — /3.
Если //-подграф [т]П[//] содержится в и 1 и ^ 1 , то // =  (// — <т) +  (// — /9) — д. 
Следовательно, // =  <т +  /3 +  д. С другой стороны, //-подграф [и] П [ш] 
содержит а  вершин из [у] П [г],  /9 вершин из [х] П [г], д вершин из [х] П [у] 
и 5 вершин из К  (г). Противоречие.
Значит, [т]П[//] не содержится в и 1  иш 1 . Пусть /  £ ( [ж]П[г/]) — ( Д и ш 1 ). 
По лемме 3.3(2) [и] П [гт] содержит вершину д из [х] П [у]. Очевидно, что 
д не смежна с / ,  3-коклика является особой тройкой из Г и //,//;
— несмежные вершины из //-подграфа [д\ П [г]. Теперь по лемме 3.10(3) 
А (г, / )  =  Д(н, ш). Но Д (г, / )  содержится в Е, значит, и //-подграф [и] П [ш] 
содержится в Е.
Обозначим через валентность вершины х в подграфе Е. Ввиду того, 
что Е =  и 1- и у1  =  го1- и х 1 , мы имеем |Е| =  зи -\- зу -\- 2 — // =  зт-\- зх -\-2 — //. 
С другой стороны, //-подграф [ш] П [и] содержится в Е, значит, |Е| >  зи +  
з1Х +  2  — //. Кроме того, |Е| > +  зу +  2  — //. Складывая два последних
неравенства, получаем противоречие.
(2) Пусть { т ,//,г}  — особая тройка, / ,  д — несмежные вершины из 
[х] П [//], один из //-подграфов [х] П [г], [у] П [г], например [х] П [г], является 
кликой и подграф /С([//]П[Т]) не пуст. В этом случае по пункту (1) вершина 
га из К  ([у] П [г]) смежна с каждой вершиной из [х] П [г] и с одной из вершин 
{ /, д}. Но тогда |[ш] П [х] \ > //. Противоречие.
Л ем м а 4.2. Ни один из д-подграфов [а] П [Ь\) [а] П [е]; [Ь] П [е] не является 
кликой.
Д оказательство. Подграф [п]П[6 ] не является кликой по выбору вершин 
{а, Ь}. Пусть [а] П [е] является кликой. Тогда по лемме 4.1(2) К([а] П [6 ]) 
и К([Ь] П [е]) — пустые подграфы, а каждый из подграфов [а] П [6], [Ь] П [е]
— ядерное расширение графа из класса )С.
Выберем в ([а] П [6 ]) и ([6 ] П [е]) вершину га такую, что окрестность 
вершины га имеет наибольшее пересечение с [а] П [е]. Без потери общности 
рассуждений можно считать, что га принадлежит [Ь] П [е].
Обозначим через д3 представителей ядер из [а] П [6], смежных с ш, а 
через с3 — представителей ядер, не смежных с ш, где j  =  1 , . . .  Д . Пусть 
с — сх, д =  д\. Аналогично, обозначим через представителей ядер в
долях //-подграфа [Ь] П [е], где г =  1,. . . ,б. Пусть га =  г/д, и = щ  и пусть 
вершина с смежна с гд, где г =  1 ,. . . , б.
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По лемме 3.10(3) мы имеем Ь +  ё =  щ +  ад, где г =  1, и, значит,
// — е(Ь +  ё). Аналогично, а -\- Ъ = с3 -\- <Д, где $ = 1, и, значит,
// — 8  (а +  6 ).
Заметим, что //-подграфы [<Д] П [и] не пересекают [а] П [е] для всех j  =
1 ,. . . , 8 . Иначе [<Д] П [а] П [е] содержит больше вершин, чем [ш] П [а] П [е], что
противоречит выбору вершины га. По лемме 3.11(2) [с3] П [ш] пересекают
[a] П [е] для всех j  = 1,. . . , 8 .
Пусть 6  = 1. Тогда //-подграф [с1\ П [и] содержит только К(Ь) и АДсД, 
] = 2 , . . . ,  8 . Но тогда // =  Ь + ^ 63=2 СД С другой стороны, // =  1 ^ =1(ф +  <Д). 
Противоречие, так как ё +  с? =  а-\-Ъ. Аналогично рассматривается случай, 
когда 6 = 1 . Значит, б > 1 и 8  > 1.
Пусть х3 £ [с3\ П [ш] П [а] П [е]. Тогда {//,<Д,уД — исключительная
тройка и Г = Ъ1- и 2А, поэтому |Г| =  а +  ё +  Ъ +  3// =  Ь -\- £ 3 -\- 3// для
всех j .  По лемме 3.11(1) \[с3] П [ш] П [а] П [е]| =  а +  ё. Следовательно,
[с3] П [ш] П [а] П [е] =  К ( г 3) и х3 = а +  ё. Симметрично, Ь = й +  <Д, с3 = а +  й.
Пусть 2Д =  г. Заметим, что К ( г 3) ф К(гф) при j  ф к и вершина 
г смежна в точности с К  (с) и (Ц ?=2 ^  (^/)) в Ы ^  [Ч* Действительно, 
пусть, например, г смежна с с2. Тогда г 1  и Т  =  ф  и га1- = г 1  и 6 1  =  Г. 
Противоречие, поскольку и ^ 1 и Т .  Аналогично, каж дая из вершин г3 
смежна в точности с К  (га) и (С^ = 2  К (щ ))  в [Ь] П [е]. Такое же рассуждение 
показывает, что вершина с2 смежна в точности с К  (и) и (и ^= 2  АДг/д)) в
[b] П[е].
Далее, подграф ([а] П [//]) — [е] равен 1Д?=1 ^ ( с/)> и> значит, //-подграф
[а] П [и] является кликой. А //-подграф [а] П [ш] не является кликой, 
поскольку содержит несмежные вершины с?, г. Таким образом, тройка 
вершин {а,/г ,//}  является исключительной. По лемме 4.1(2) АД [а] П [ш]) 
пусто. Значит, [а] П [е] П [ш] =  Ц ?=1 К ( г 3).
Таким образом, [а] П [е] П [ш] содержит 8 (а +  ё) вершин, а [а] П [е] П [и] 
содержит 8 (Ь — й ) вершин. Но тогда //-подграф [а] П [е] содержит 8 (а +  
ё +  Ь — й) вершин. С другой стороны, // =  8 (а +  Ь). Значит, ё =  й и 
Ь = га. Отсюда с3 = а +  ё, =  Ь — ё, j  = 1 ,. . . , 8 . Поскольку для каждой 
вершины щ подграф [щ] П [а] П [е] совпадает с [ш] П [а] П [е], то, применяя 
те же рассуждения к гд, получим Ъ = щ и ё =  ад, г =  2 ,. . . , б.
Теперь вершина г/2, не смежная с с? по выбору, смежна со всеми вер­
шинами из [а] П [е] П [гт]. Следовательно, и 2 смежна со всеми вершинами 
из [а] П [е] П [<1]. Но тогда, как и ранее, \[а\ П [е] П [<У]| =  а +  ё и с1 = а +  ё. 
Отсюда е = 8  = 2 . Аналогичные рассуждения дают с2 = а +  ё, /Д =  а +  ё. 
Поскольку а + Ь = ё +  с1 = 2(а +  ё), то Ь = а +  2ё. Далее, //-подграф [г] П [Ь]
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содержит К  (га) и К ( и 2) и АД с) и АДсСф т.е. содержит 4 а +  6 ё вершин. Од­
нако //-подграф [а] П [Ь] содержит 4(а +  ё) вершин. Противоречие. Лемма 
доказана.
Среди исключительных троек зафиксируем тройку {а, 6 , е} с мини­
мальной валентностью вершины а.
Л ем м а 4.3. Пусть подграф К([Ь] П [е]) содержит вершину х. Если х £ 
Г — то Г =  х 1- и к х =  к а и х  лежит в исключительной тройке.
Д оказательство. Так как г принадлежит К([Ь] П[е]),то ж ^ К  (а) и ([а] П
[6 ]) и ([а] П [е]). Не теряя общности рассуждений, мы можем считать, что 
х £ [а] П [е]. По лемме 4.1(2) х не смежна с некоторой вершиной у из
[а] П [е], поэтому { х ,д ,6 } — исключительная тройка и к х > к а . Отсюда 
Г =  х 1 и Д  и к х — к а .
Л ем м а 4.4. Граф [Ь] П [е] является ядерным расширением графа из клас­
са К.
Д оказательство. По лемме 4.2 подграф [Ь] П [е] не является кликой. 
По лемме 3.10(2) [Ь] П [е] — К([Ь] П [е]) является ядерным расширением 
графа из класса Аё. Пусть К([Ь] П [е]) содержит вершину х и пусть для 
определенности х £ [д\ — [с]. Если [г] содержит а  вершин из [а] П [е], то 
\[г\ П [а] П [Ь] | =  у — а. По лемме 4.2 подграф [а] П [е] не является кликой. 
Значит, без ограничения общности а  <  у — а. Тогда у — а  >  у / 2 . Далее, 
по леммам 3.10(2) и 4.1(2) для любой вершины /  £ ( [с/] П [е]) — [г\ найдется 
вершина у £ [а\ П [е] П [х\ такая, что [а] П [е] — / х =  К  (у). Ввиду лем­
мы 4.3, к9 =  ке. Отсюда К(д) — К(е).  По лемме 4.3 ([а] П [е]) — у 1- =  К(ф),  
поэтому [а] П [е] содержит (у — а ) /а  различных ядер с числом вершин д. 
Отсюда у — а — у / 2  и а =  д. Таким образом, граф [а] П [е] является 
а-расширением графа из класса )С. Симметрично, кь — ка и граф [а] П [Ь] 
изоморфен [а] П [е].
Пусть теперь //, ио — несмежные вершины из [Ь] П [е]. Тогда г/ 1  и гт1  =  
е1  и &1 , поэтому ки — ку^  — ка и граф [Ъ] П [е] — АД [6 ] П [е]) является а- 
расширением графа из класса Аё. Напомним, что х 1  и с1  =  Г, поэтому 
х 6  К([д] П [е]). Отсюда [с] не пересекает К([Ь] П [е]) и \[д\ П [а] П [6] | > 
д / 2 . С другой стороны, | [с1\ П [а] П [Ь\ \ =  д / 2  по структуре графа [с] П [е]. 
Противоречие.
63
1998 Известия УрГУ №10
Л ем м а 4.5. Пусть  {а, 5, е} — исключительная тройка и [Ь] П [е] лежит
в классе К. Пусть также подграф ([а] П [е]) — К  ([а] П [е]) состоит из 6
£
долей К(ф )  и К (уф ) где / гс; — ребра; подграф [с] П [Ь] П [е] = И А' {и3))
,/ = 1£
[д] П [Ь] П [е] =  У  АДшД где К ( и 3) и К (ю 3) — доли подграфа [Ь] П [е]; 
,/ = 1
3 =  1 , . . . ,б .  Тогда доли К ( и 3) и К(ьо3) можно упорядочить так, что 
К ( и 3) =  [с] П [уф П [Ь] П [е]; К(ьо3) =  [д] П [ф3\ П [Ь] П [е]; для j  =  1 , . . . ,  6 . Более 
того; пары вершин ф{и3, у1ьи3 являются ребрами тогда и только тогда, 
когда i ф ] ; пары вершин Длд, д^ 3 являются ребрами тогда и только 
тогда, когда i =  j ,  г =  1 , . . . ,  ф — 1 , . . . ,  б.
Д оказательство. Если / ,  у — несмежные вершины из [а] П [е] и с /, ду — 
ребра, то, ввиду лемм 4.4 и 3.11(2), оба графа [с] П [у\ и [д] П [/] пересекают
[Ь] П [е]. По лемме 2.3(2) в подграфе [с] П [у\ П [Ь] П [е] нет вершин, смежных 
с вершинами из [д] П [/] П [Ь] П [е], поэтому указанные графы совпадают с 
К  (и), К  (га) для некоторых несмежных вершин и, га из [Ь] П [е]. Отсюда чи­
сло б долей в редукции графа [Ь] П [е] не меньше числа долей 8  в редукции 
графа ([а] П [е]) — АД [а] П [е]). Теперь [<д] П (АДгд) и . . .  и К ( и е)) — АДгд), 
следовательно, вершина ^  не смежна с г д ,. . . , гц_ 1 , гд+1 , . . . , ие. Поэтому 
У1 смежна с и д ,. . . , гщ+х,. . ., ьо£. Утверждение о смежности вершин 
Д с и3 доказывается аналогично. Лемма доказана.
В оставшихся леммах этого раздела зафиксируем обозначения, вве­
денные в лемме 4.5.
Л ем м а 4.6. Если г £ К  ([а] П [Ь]), то подграф (Д] П [е]) — К  ([а] П [е]) не 
является кликой.
Д оказательство. Допустим противное. Не теряя общности рассужде­
ний, можно считать, что вершина г смежна с Д . Так как [г] П [е] — 
клика, то подграф [г] П [Ь] П [е] содержится в [Д]. Значит, [г] П [е] содержит 
л д ,и 2, • • •, Ул- Но тогда [г] П [а] П [е] содержится в [ид]. Значит, [г] П [е] 
содержит / 1 , 0 2 , • • • , 9 е-
Если числа 8  же больше 1 и одно из них больше 2, то по лемме 4.5 
[г] П [е] содержит пары несмежных вершин д2и3 или и 2д3.
Пусть 8  — 1. По леммам 4.1(2) и 4.5 г 1  содержит К  {[а] П [е]), 
Д , и2,. . ., ие. Далее, е1  — [г] — клика, поэтому Г =  г 1 и х 1  и х  =  е для 
любой вершины х £ е1  — [г]. В частности, к91 — &е, кр =  ка. По лемме
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4.4 К([д\\ П [6 ]) пусто. Теперь щ,с1 — несмежные вершины из [д] П [6] и 
К  (иг) =  К(е).  Поэтому =  кь и к с =  к а . Снова по лемме 4.4 К([д] П [е]) 
— пустой граф.
Если <5 =  1 и £ =  1 , то д =  6 +  ё. В случае ка =  кь мы получим 
[г] П [е] =  К ( / \ )  и К (га 1 ) и д =  2 а. Противоречие. Значит, ка < кь и 
К  ([а] П [е]) содержит некоторую вершину ж Так как [с1] П [е] содержит 
К(д\)  и К  (га 1 ), то [5] содержит д — 6 вершин из [а] П [6] и 5 смежна с 
ид. Отсюда [их] П [а] П [е] =  К(д\)  и ([а] П [6]) — К  ((Г) содержится в [иг]. 
Противоречие с тем, что г ^ [их].
Пусть 8  — 1 и е > 1. Если [ид] П [с] содержит вершину 5 из А"([а] П [е]), 
то по лемме 3.10 з — а +  ё и тройка {ид с?, з} является исключительной. 
Но гд =  6 и з 1  и и /- =  Г для г > 2 , противоречие. Значит, для любого 
г >  2  подграф [щ] П [с1] содержит вершину С- из К([а] П [е]), тройка {с, ид, С} 
является исключительной и + =  6 =  а +  ё. Теперь |[+]П[е]| =  бб+д — ё > д.
Если б =  2, то [дх] содержит несмежную с га2 вершину х* из К  ([а] П [6]) и 
х* — ё. В этом случае [^] П [6 ] П [е] =  К (и \)  СТС(и2), поэтому |[^/]П[а]П[е]| =  
6 +  ё. Противоречие с тем, что ([а] П [е]) — К(е)  содержится в [г'].
Теперь б > 2 и [д\ П [а] П [6 ] содержит вершины с?, г2, . . ., д., не смежные 
с Их, ш2, . . ., га£ соответственно. При этом Х{ — 6 . Вычислим |[с] П [а] П
[е]|. Заметим, что [с1] П [а] П [е] содержит А^(дх) и А (^£2), • • •, А"(А), поэтому 
|[с] П [а] П [е]| =  6 +  (б — 1)ё. Таким образом, \[х] П [е]| =  еЬ +  (д — ё) > д. 
Противоречие.
Случай, когда б =  1 и 8  > 1 , рассматривается аналогично. Пусть 
ё =  2 и б =  2. Так как Г — х 1  является кликой, то Г = х 1  и х 1  для 
любой вершины х из Г — г 1 . Отсюда т =  ё для любой вершины х из 
Г — г 1  и у — а для любой вершины у из [г] П [е]. Если А"([а] П [е]) пусто, 
то д =  2 а +  2 ё =  26 +  2 ё. Значит, а — Ь — с — (1. Кроме того, нетрудно 
заметить, что А"([а] П [6]) =  К(х).  Но тогда д-подграф [дх] П [х] содержит 
4а вершин. Противоречие, поскольку | [а] П [Ь] \ > 4а.
Отсюда А"([а] П [е]) не пусто. Тогда, как и выше, число долей д- 
подграфа [а] П [6] равно двум, А"([а] П [6 ]) =  К(х)  и А"([а] П [е]) =  К(х \)  для 
некоторой вершины х\ из А"([а] П [е]). Более того, Г — хф является кликой 
и х — 6 для любой вершины ж из Г -  хф ж у — а для любой вершины у из 
Ы  П [е]. Отсюда 6 =  ё. Но тогда д-подграф [6] П [е] содержит 46 вершин. 
С другой стороны, [дх] П [с] содержит 36 + а вершин. Следовательно, Ь — а. 
По лемме 4.4 А"([а] П [е]) пусто. Противоречие.
Л е м м а  4.7. Граф Г не содержит исключительных троек.
65
1998 Известия УрГУ №10
Д оказательство. Пусть {а, 6 , е} — исключительная тройка с наимень­
шей валентностью к а . По лемме 4.4 Г—а 1  является ядерным расширением 
графа из класса )С.
По лемме 4.2 для любой вершины х из Г — а 1  подграф [а] П [х ] не 
является кликой. Не теряя общности рассуждений, можно считать, что 
вершина е имеет наибольшую валентность среди вершин из Г — а 1 .
Покажем, что //-подграф [а] П [е] принадлежит классу )С. Если г £ 
К  ([а] П [е]), то Г =  Д  и 6 1 . Д ля несмежных вершин х £ ([Д П [а] П [6]) — 
АД[а| П [6 ]) и у £ [Д П [Ъ] П [е] верно равенство х +  у =  г -\- Ъ. Далее, 
т <  5, // <  ё и по лемме 3.10 5 =  а +  ё. Это противоречит предыдущему 
равенству.
Теперь число долей 8 в редукции графа [а] П [е] совпадает с числом 
долей в редукции графа [Ь] П [е], поэтому а =  Ь и ка =  Д,. Отсюда, в 
частности, к с — к^ — к а .
Число долей в редукции графа ([а] П [Ь]) — К  ([а] П [6 ]) не больше ё, 
поэтому либо к а =  &е, либо граф К  ([а] П [6]) не пуст. Но в первом слу­
чае в редукции Г графа Г все //-подграфы изоморфны графу АДх2. По 
лемме 1.11 граф Г регулярен и по теореме 1 из работы [5] Г изоморфен 
3 X 3-решетке, треугольному графу 2Д6) или графу Ш лефли, что проти­
воречит выбору Г.
Пусть г £ К  ([а] П [6]). По лемме 4.6 [г] содержит несмежные вершины 
Д из [а] П [е] и га2 из [Ь] П [е]. Пусть щ, и2 — антиподы для Д , га2 в графах 
[а] П [е], [Ь] П [е] соответственно. Тогда {щ, а 2, г} — исключительная тройка 
и х — 2а. Значит, Д  +  гд2 =  ё +  2 а, Д  +  й 2 — ё.
Пусть, как и в лемме 3.6, сД/щфдщ — шестиугольники из Г, г — 
1 , . . . ,  8 . Тогда Д +  /Д =  ё +  с — Д +  Д , следовательно, Д =  щ и Д =  Д .
Если [г] содержит д2, то д2 ,ю 2 — несмежные вершины из [е] П [г] и 
д2 +  /ё2 =  2а +  ё. Противоречие с тем, что й 2 +  гё2 =  д2 +  гё2 =  а +  ё. 
Значит, [г] содержит Д , и, симметрично, [г] содержит г/д. Но теперь г/д и 
Д  — несмежные вершины из [е] П [г] и Г =  г/ф и /Д
Пусть б — число долей в редукции графа ([а] П [&]) — К([а\ П [&]). Тогда 
[г] содержит гд2 +  еД вершин из [Ь] П [е], Д  +  егд2 вершин из [а] П [е] и 
// + (+ +  1 ) (е +  2 а).
Напомним, что [щ] П [и2\ содержит Д , . . . , Д  и ш3, . . . , гщ, причем Дг+ 
— ребро, только если i — j .  Ввиду леммы 4.5, 8  <  4. В силу неравенства 
из предыдущего абзаца 8  > 2 .
Пусть ё =  3. Тогда // =  3(а +  ё), [щ]П[а2] содержит АДе), АД//2 )иАДах) и 
АДД) и АДшз). Отсюда // =  2ё +  2Д и 2Д =  ё +  За. Далее, [Д П[е] содержит 
АДД) и АДД), АДг/ц) и АДш2) и АД//3) и АДа3), поэтому 2д3 =  ё — а и ё > За.
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Наконец, [/1] П [ш2] содержит К  (г) и 7б(е), К(ф2) и К(ио\) и К (д 3) и К  (из), 
следовательно, [/1] П [ги2\ П [а] П [Ь] =  К(г) .  Теперь число различных ядер 
в графе [а] П [Ь] не меньше 5, причем каж дая вершина ^  смежна с 
парой вершин из { / ц Д / з } -  Н° если различные вершины и х2 смежны 
с /д  то они смежны и с щ , ш/, причем |[ /г-] П [ио3] П [а] П [Ь]\ =  
Противоречие.
Итак, 8  — 4, у — 4(а +  ё). Подграф [щ] П [и2\ содержит /Д е), долю 
К (д 2) и К ( щ ) ,  состоящую из ё вершин, и две доли К(фз) и /Д ш 4), К ( / 4 ) и 
К(юз).  Отсюда // =  4ё, противоречие. Лемма доказана.
5. Особые тройки в граф ах без 3-лап  
с равномощ ными //-подграф ам и
В этом разделе завершается доказательство теоремы 2. Пусть {а, 6 , е} 
— особая тройка из Г, с, с? — несмежные вершины из [а] П [Ь\. В предыду­
щем разделе мы доказали, что тройка {а, 6 , е} не является исключитель­
ной тройкой.
Л ем м а 5Л . Если  {а, 6 , е} — особая тройка, то Е(а,Ь, е) является а-  
расширением 3 X 3-решетки, треугольного графа Т ( 6 ) или графа Шлефли.
Д оказательство. Покажем, что Е(а,Ь, е) содержит //-подграфы своих 
вершин, находящихся на расстоянии 2 в Г. Пусть х, // £ Е(а, 6 , е), 
<7(х,//) — 2 и [х] П [у] не лежит в Е(а,Ь, е). Без ограничения общности 
х £ [а]П[6 ], у £ [&]П[е] и [х]П[//] содержит вершину У из [Ь\ — (К(Ь)и[а\и[е]). 
Если у не смежна с некоторой вершиной г из [Ъ] П [е], то хх — ребро и 
по лемме 2 . 1  У смежна с г. Но тогда по лемме 1.5 У £ К  {У). Значит, 
х £ К  ([а] П [6 ]), г/ £ К{[Ь] П [е]). По лемме 4.1(2) х смежна с у. Противоре­
чие с выбором х, у.
По лемме 4.7 Е(а, 5, е) является собственным подграфом из Г и удовле­
творяет условию теоремы 2. Так как Г — минимальный контрпример и не 
содержит 4-коклик, то по индуктивному предположению Е(а,Ь, е) явля­
ется а-расширением 3 X 3-решетки, треугольного графа Т (6 ) или графа 
Ш лефли.
Л ем м а 5.2. Граф Г не содержит особых троек.
Д оказательство. Пусть {а, 5, е} является особой тройкой и Е =  Е(а, 5, е). 
По лемме 5.1 все //-подграфы для вершин из Е изоморфны <т-расширению 
графа из класса К  с одним и тем же числом долей ш, где т  £ {1,2,4}.
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Далее, если х £ Г — (a 1  U 51 ), то {а, 6 , х}  — особая тройка. Более того, 
поскольку Е и Е(а, 6 , х) содержат //-подграф [а] П [6 ], то подграф Е(а, 6 , х) 
изоморфен Е. Аналогично, подграф Е (а ,//,е ) изоморфен Е для любой 
вершины у £ Г — (а 1  U e1 ). Следовательно, //-подграфы [а] П [х] изоморф­
ны //-подграфу [а] П [Ь] для любой вершины х £ Г — а 1 . Ввиду строения 
графов из заключения леммы 5.1 любая вершина из Е лежит в 3-коклике 
из Е, т.е. лежит в особой тройке. Значит, вышеприведенное рассуждение 
справедливо для любой вершины из Е. Но тогда все //-подграфы из Г 
изоморфны. Итак, все //-подграфы из Г регулярны и по лемме 1.11 граф 
Г регулярен. По основному результату из [3] Г является <т-расширением 
3 X т-решетки, т  >  4 или треугольного графа Т (7). Противоречие с 
выбором Г. Лемма доказана.
Завершим доказательство теоремы 2 . По условию теоремы 2  граф Г 
содержит 3-коклику. Пусть {х,//,х} — 3-коклика из Г. По лемме 5.2 //- 
подграфы [х] П [//], [х] П [z] и [у] П [z] являю тся кликами. По лемме 4.1(1) 
любая вершина из [х] П [у] смежна с любой вершиной из [х] П [z]. Но 
тогда ни одна вершина из [у] П [z] не смежна ни с одной вершиной из 
([х] П [у]) U ([х] П [z]). Однако в этом случае вершины из [у] П [z] находятся 
на расстоянии больше чем 2 от х в графе Г. Противоречие с леммой 3.7. 
Теорема доказана.
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